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Aufgabe 1 (4 Punkte) (M, ),en, sei ein Martingal mit My = 0 und EM? < oo fiir alle n € N.
Zeigen Sie, dass fiir alle A > 0
Var M,
> < —
¥ <1I<nn?§n Mo = A) = Var M, + \2
gilt, indem Sie zeigen und ausnutzen, dass ((M, + c)?)
Ihre Abschéitzung in ¢ optimieren.

fiir ¢ € R ein Submartingal ist, und
n€eNg

EM?

=2, die sich direkt aus der Doob-

Bemerkung: Diese Abschéitzung ist besser als die Schranke
Ungleichung ergibt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

(Sn)nen, sei wie in Aufgabe 2 auf Blatt 4 eine asymmetrische Irrfahrt auf Z, d.h., S,, ist gegeben
durch S, = > | X;, So = 0, wobei (X );en eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsva-
riablen mit P(X; = 1) = p, P(X; = —1) = ¢, und p,g € (0,1), p+ ¢ = 1 ist. Es sei p > 1.

Zeigen Sie, dass mit 0% := 1 — (p — ¢q)* die Varianz der Ersteintrittszeit T, in {b} fiir b € N durch

Verdy = (p—q)?

gegeben ist. Zeigen und benutzen Sie, dass

M, = (S, —(p— q)n)2 — no?
ein Martingal ist.
Aufgabe 3 (4 Punkte)

(Sn)nen, sei die einfache symmetrische Irrfahrt auf Z und die Stoppzeit T" sei gegeben durch
T =inf{n: S, € {—a,a}}. Finden Sie zwei Konstanten x, A € R, sodass

M, = St —6nS2 + kn®+ In
ein Martingal ist. Berechnen Sie damit ET72.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter ZufallsgroBen mit EX; = 0 und

EX} < oo sowie S, := >.;_, Xj. Zeigen Sie, dass die Folge <:9/—%
gleichgradig integrierbar ist. Zeigen Sie dazu

p) fiir alle 0 < p < 4
neN

ES = nEX} + 3n(n — 1)(EX})?.



